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Study of four-node rectangular spring element and its properties 
 
ZHANG Qing-bo，LI Shi-hai，FENG Chun 
（Institute of Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China） 
 
Abstract: The spring element method (SEM) is a numerical method that uses a spring system to describe an element. Different 
elements can be described as different spring systems; and the definition of the spring stiffness expressions in the systems is the key 
point of the spring element method. The four-node rectangular element is described by 6 basic springs, each of which contains two 
derived springs: normal spring and tangential spring. Poisson spring and pure shear spring are used to describe Poisson and shear 
effects of the element. Thus a four-node rectangular spring element is presented. Compared with the element stiffness matrix of finite 
element method, the stiffness expression of each spring is obtained. Springs of the same kind have the same expressions. The stiffness 
expressions of the normal and tangential springs have corresponding coefficients to be decided. By varying the coefficients in the 
stiffness expressions of springs, expressions of constant strain, bilinear or Wilson incompatible finite element are achieved by this 
element. The accuracy of the SEM is verified by theoretical derivation; and this method is applied to the continuum-based discrete 
element method (CDEM) for case verification. The features of the four-node rectangular spring element are as follows. Different 
accuracies can be found in different elements. This element can significantly improve the accuracy of the bending problem of beam. 
Elements with different accuracies can be achieved by using different coefficients. 
Key words: four-node rectangular element; spring element method (SEM); finite element method (FEM); spring stiffness 
 











































度。本文主要包含 5 个部分，下面分别进行阐述。 
2  四节点矩形弹簧元的构成 
考虑图 1 所示的四节点矩形单元，节点编号为 
1、2、3、4，节点坐标为 1 ,
2 2
a b    、2 ,2 2
a b   、
3 ,
2 2
a b   、4 ,2 2
a b   ，单元长为 a，宽为 b。用 u 




图 1  四节点矩形单元 
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  （1） 
式中： x 、 y 、 x 、 y 为单元正应变和正应力； xy 、
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图 2  四节点矩形弹簧元 
Fig.2  Four-node rectangular spring element 
 
如图 2 所示，四节点矩形弹簧元由 6 个基本弹
簧 s1、s2、s3、s4、s5、s6 构成，其中弹簧 s1、s3、s5
的法向沿 X 轴正向，s2、s4、s6 的法向沿 Y 轴正向。






表 1  基本弹簧编号及首末端对应关系 
Table 1  Relationships between the numbers of  
basic spring and its nodes 
弹簧编号 首端 末端 弹簧编号 首端 末端
s1 1 2 s4 1 4 
s2 2 3 s5 A B 
s3 4 3 s6 C D 
 









    
           （3） 
式中：上标 k =1, 2, 3, 4 为弹簧编号；下标 i 为弹簧
首端编号，下标 j 为弹簧末端编号。 
k =5 时 
5
2 3 1 4
5
2 3 1 4
1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1      
2 2 2 2
u u u u u
v v v v v
        
     （4） 
k =6 时 
6
3 4 1 2
6
3 4 1 2
1 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1     
2 2 2 2
u u u u u
v v v v v
        
      （5） 
则矩形单元的应变能可由图 2 所示的 6 个基本
弹簧的弹性势能表示为 
   
   
3 2 22 1 2 1 2 2 1
1
2 22 1 2 1 2 2 5 6 5 6
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          的 
项，故称 Ki、Gi 分别为弹簧 si 的法向和切向弹簧刚
度系数。在式（6）中含 KK 的项等价于式（1）中 
含 u v
x y
        的项，含 GG 的项等价于式（1）中含
u v
y x
         的项，故称 KK、GG 分别为四节点矩形 
弹簧元的泊松弹簧和纯剪弹簧刚度系数。 








        （7） 
将有限元的形函数代入式（1）中并对节点位移
求二次偏导数可得到有限元的单元刚度矩阵，其中 




         （8） 
令 
SEM FEM
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表 2  不同单元弹簧元刚度系数的取值 
Table 2  Coefficients in the stiffness expressions of  
springs with different elements 
单元类型 形函数   
常应变 
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4  弹簧力、节点力的确定 
由 6 个基本弹簧的变形及各弹簧的刚度系数可
求得基本弹簧两个方向的弹簧力，其计算公式为 
(2 1) 2 1 2 1 (2 1) 2 1 2 1
(2 ) 2 2 (2 ) 2 2
5 5 5 6 5 5 5 6
6 6 6 5 6 6 6 5
,   
,  
,  
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  （12） 
式中：i =x，y。 






5.1  重力作用下块体位移场 
重力作用是边坡稳定性分析的主要载荷。考虑
一个 100 m×100 m 的块体在重力作用下的位移，计
算模型如图 3 所示，通过给定不同的待定系数，用
不同精度的单元计算 A 点 Y 方向的位移。材料的弹
性模量 E =1 500 MPa，泊松比  =0.25，密度  =    
2 g/cm3，计算结果如图 4 所示。 
 
 
图 3  计算模型 
Fig.3  Calculation model 
 
 
图 4  不同单元计算的 A 点位移与网格数(n×n)的关系 
Fig.4  Relationships between Y-displacement at point A 







5.2  侧向线性压力下位移场 
侧向线性压力载荷是土石坝、挡土墙稳定性分
析中须考虑的重要载荷形式。如图 5 所示一个   
100 m×100 m 的块体，底部固定，左侧承受静水压
力。通过给定不同的待定系数，用不同精度的单元
计算 A 点 X 方向的位移，材料的弹性模量 E =      
1 500 MPa，泊松比  =0.25，密度  =2 g/cm3，计算
结果如图 6 所示。 
从图中可以看出，对于计算静水压力问题，非
线性单元和 Wilson 非协调单元的计算精度相差不





























图 5  计算模型 
Fig.5  Calculation model 
 
 
图 6  不同单元计算的 A 点位移与网格数(n×n)的关系 
Fig.6  Relationships between X-displacement at point A 
and grid numbers(n×n) with different elements 
 
5.3  悬臂梁算例 
在工程结构中经常将问题简化为悬臂梁在自重
作用下的挠度问题，考虑如图 7 所示悬臂梁：平面
尺寸为 10 m×2 m，梁左端固定，关注 A 点在重力  
作用下的挠度，计算结果如图 8、9 所示。材料的   




图 7  计算模型 









图 8  Wilson 非协调元计算的位移 (网格数 5×1) 
Fig.8  Displacement calculated by Wilson incompatible 
elements (with grid number of 5×1) 
 
 
图 9  不同单元计算的 A 点位移与网格数(5n×n)的关系 
Fig.9  Relationships between Y-displacement at point A 
and grid numbers(5n×n) with different elements 
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